
احاطه گری کارگاه الگوریتم های

بخشش داود
بجنورد دانشگاه
۱۱ .۲۰۲۶ نسخه

نمادگذاری
N(v) است. یال m = |E| و رأس n = |V | با جهت بدون و ساده گراف یک G = (V,E) صفحه این سراسر در
.N [X] =

∪
v∈X N [v] می نویسیم X مجموعه ی برای و است N [v] = N(v)∪{v} و v همسایه های مجموعه ی

صفحه که پارامترهایی است. هارمونیک عدد H(k) =
∑k

i=1 1/i ≤ ln k+1 و درجه اند کمینه ی و بیشینه δ و ∆
-۲) γ×2 (جفتی)، γpr مستقل)، (احاطه گری i (همبند)، γc (کل)، γt (احاطه گری)، γ از عبارت اند می کند محاسبه
آمده [۱۱] در تعریف ها دامنه ای)؛ (عدد d و (رومی) γR رأسی)، (پوشش β (استقلال)، α (کامل)، γp احاطه گری)،
همین برای [۸])؛ به کنید نگاه کلاسیک مسئله های (برای NP-سخت اند کلی گراف های در مسئله ها این است.
می کند. استفاده کامل جست وجوی از کوچک گراف های روی و ابتکاری روش های از بزرگ گراف های روی صفحه

حریصانه احاطه گر ۱
پوشش مسئله ی همان احاطه گر مجموعه ی کردن پیدا پس می دهد؛ پوشش را N [v] مجموعه ی v رأس هر
هنوز رأسِ تعداد بیشترین که برمی دارد را رأسی بار هر حریصانه قاعده ی است. V مجموعه ی روی مجموعه ای

بدهد. پوشش را پوشش نیافته

تحلیل
تازه ای رأس دور هر پس دارد؛ سود ۱ دست کم رأس همان خودِ باشد، پوشش نیافته رأسی وقتی تا درستی. •

است. احاطه گر S یعنی می شود، تمام C = V با حلقه و می دهد پوشش
.O(n(n+m)) همسایه هایشان: و رأس ها همه ی بررسی دور هر در و دور n حداکثر زمان. •

∆+1 حداکثر اندازه ی به N [v] مجموعه هایی با مجموعه ای پوشش حریصانه ی الگوریتم همان این تضمین. •
.[۱ ،۱۵ ،۱۴] |S| ≤ H(∆ + 1) γ(G) ≤ (ln(∆ + 1) + 1)γ(G) پس است؛

حریصانه کل احاطه گر ۲
همسایگی فقط رأس هر پس باشد؛ داشته S در همسایه ای باید ،S خود رأس های حتی رأس، هر کل احاطه گر در
نداشته همسایه رأسی اگر است. مجموعه ای پوشش هم باز حریصانه ایده ی و می دهد پوشش را N(v) باز

.[۱۳] ندارد وجود کل احاطه گر باشد،

تحلیل
همسایه ای رأس هر یعنی C = V پس باشد؛ u ∈ N(v) که می یابد پوشش v با وقتی دقیقاً u رأس درستی. •

دارد. S در
.O(n(n+m)) زمان. •

|S| ≤ H(∆) γt(G) ≤ (ln∆ + پس ∆؛ حداکثر اندازه ی به مجموعه هایی با مجموعه ای پوشش تضمین. •
.[۱] 1)γt(G)

۱



Greedy-Dominating-Set ۱ الگوریتم
G = (V,E) گراف ورودی:

S احاطه گر مجموعه ی یک خروجی:
1: S ← ∅; C ← ∅ ▷ C = covered vertices
2: while C ̸= V do
3: pick v maximizing |N [v] \ C|
4: S ← S ∪ {v}; C ← C ∪N [v]
5: end while
6: return S

Greedy-Total-Dominating-Set ۲ الگوریتم
G گراف ورودی:

نیست مجموعه ای چنین که پیامی یا کل، احاطه گر یک خروجی:
1: S ← ∅; C ← ∅
2: while C ̸= V do
3: pick v maximizing |N(v) \ C|
4: if |N(v) \ C| = 0 then ▷ some vertex has no neighbor
5: return “no total dominating set”
6: end if
7: S ← S ∪ {v}; C ← C ∪N(v)
8: end while
9: return S

حریصانه) (رشد همبند احاطه گر ۳
(یعنی باشد شده احاطه قبل از که می کنیم اضافه را رأسی گام هر در می کنیم. شروع درجه بیشترین با رأسی از
G[S] القایی زیرگراف است، وصل S به تازه رأس هر چون کند. احاطه را تازه رأس بیشترین و است) وصل S به
خولر و گوها است. ناهمبند G نشود، پیدا رأسی چنین رأس ها همه ی احاطه شدن از پیش اگر می ماند. همبند
که گونه ای و کند، عمل بد می تواند ساده قاعده ی می دهند نشان آنها کرده اند: بررسی را حریصانه رشد نوع این [۹]
2(1 +H(∆)) ضریب سفید) همسایه ی یک با همراه احاطه شده رأس (یک می گیرد نظر در هم را رأس ها جفت

نمی شود. ادعا تقریبی ضریب برایش پس می کند، اجرا را ساده قاعده ی همان صفحه می دهد.

تحلیل
است. همبند هم G[S ∪{u}] باشد، همبند G[S] اگر پس است؛ وصل S از رأسی به u ∈ C \S رأس درستی. •

.C = V چون است احاطه گر نهایی مجموعه ی

.O(n(n+m)) زمان. •

حریصانه) (جفت های جفتی احاطه گر ۴
هنوز که را u رأس .[۱۲] دارد کامل تطابق القایی اش زیرگراف که است احاطه گر مجموعه ی یک جفتی احاطه گر
دو هر و می دهد پوشش را تازه رأس بیشترین که می کنیم جفت w همسایه ی با را آن برمی داریم، نشده احاطه
برای کامل تطابق یک ساختاری به طور انتخاب شده جفت های پس است؛ یال یک جفت هر می کنیم. اضافه را

می کند. بی جواب را مسئله همسایه بدون رأس می سازند. G[S]

تحلیل
S همه ی که است uw مجزای یال های شامل G[S] و است احاطه گر S پس است؛ C = V پایان در درستی. •

می پوشانند. را

۲



Greedy-CDS ۳ الگوریتم
G همبند گراف ورودی:

S همبند احاطه گر مجموعه ی یک خروجی:
1: v ← vertex of maximum degree; S ← {v}; C ← N [v]
2: while C ̸= V do
3: pick u ∈ C \ S maximizing |N(u) \ C|
4: if |N(u) \ C| = 0 then ▷ G is disconnected
5: return “disconnected”
6: end if
7: S ← S ∪ {u}; C ← C ∪N [u]
8: end while
9: return S

Greedy-Paired-Dominating-Set ۴ الگوریتم
G گراف ورودی:

نیست مجموعه ای چنین که پیامی یا جفتی، احاطه گر یک خروجی:
1: S ← ∅; C ← ∅
2: while C ̸= V do
3: u← any vertex of V \ C
4: if N(u) = ∅ then
5: return “no paired dominating set”
6: end if
7: w ← neighbor of u maximizing |N [w] \ C|
8: S ← S ∪ {u,w}; C ← C ∪N [u] ∪N [w]
9: end while
10: return S ▷ the edges uw form a perfect matching of G[S]

برای نمی شود. ادعا تقریبی ضریب ابتکاری روش این برای است؛ معتبر همیشه جواب .O(n(n+m)) زمان. •
.[۱۲] γ ≤ γpr ≤ 2γ منزوی رأس بدون گراف های

(حریصانه) ۲-احاطه گر ۵
و می شماریم را «کمبود» رأس هر برای .[۶] دارد S در همسایه دو دست کم S بیرون رأس هر ۲-احاطه گر یک در
همسایه ی هر و می شود صفر خودش کمبود کند: برطرف را کمبود بیشترین که می کنیم اضافه را رأسی گام هر در

دارد. کمبود کمتر واحد یک S بیرون نیازمندِ

تحلیل
است. تعریف همان دقیقاً این و باشد، شده صفر رأس هر کمبود که می شود تمام وقتی فقط حلقه درستی. •

می کند. کم ۱ دست کم را ∑ def مثبت سود با رأسِ هر افزودن چون می شود تمام حلقه

ادعا تقریبی ضریب همسایه هایشان. و رأس ها همه ی بررسی دور هر در و دور n حداکثر چندجمله ای: زمان. •
نمی شود.

حریصانه احاطه گر روی از رومی احاطه ۶
f(u) = 2 با u مانند همسایه ای f(v) = 0 با رأس هر که است f : V → {0, 1, 2} برچسب گذاری یک رومی تابع
بزنیم، برچسب ۰ را بقیه و ۲ را S احاطه گر مجموعه ی اگر .[۱۶ ،۳] است وزن کمینه ی γR و ∑v f(v) آن وزن دارد؛

می دهد. کاهش ۱ به امکان صورت در را ۲ هر بهبود، مرحله ی می شود. 2|S| وزن

۳



Greedy-۲ -Dominating-Set ۵ الگوریتم
G گراف ورودی:

S ۲-احاطه گر یک خروجی:
1: S ← ∅ ▷ def(v) = 0 if v ∈ S, else max{0, 2− |N(v) ∩ S|}
2: while ∑

v def(v) > 0 do
3: pick x /∈ S maximizing def(x) + |{u ∈ N(x) \ S : def(u) > 0}|
4: S ← S ∪ {x}
5: end while
6: return S

Roman-From-Greedy-DS ۶ الگوریتم
G گراف ورودی:

f رومی تابع یک خروجی:
1: S ← Greedy-Dominating-Set(G)
2: f(v)← 2 for v ∈ S; f(v)← 0 otherwise
3: for v ∈ S do ▷ improvement step
4: if every u ∈ N(v) with f(u) = 0 has some w ∈ N(u) \ {v} with f(w) = 2 then
5: f(v)← 1
6: end if
7: end for
8: return f

تحلیل

همسایه ی به v خودِ است: بی خطر ۱ به ۲ از f(v) کاهش است. احاطه گر S چون است معتبر f آغاز در درستی. •
دارد. ۲ برچسب با دیگری همسایه ی هنوز ۰ همسایه ی هر و ندارد نیاز ۲

روش، این برای .[۳] γ ≤ γR ≤ 2γ کلی به طور همین برای و است 2|S| حداکثر وزن .O(n(n +m)) زمان. •
.|S| ≤ H(∆ + 1)γ ≤ H(∆ + 1)γR چون است، ≤ 2H(∆ + 1) γR وزن

ماکسیمال تطابق با ۲ تقریب رأسی: پوشش ۷
می کنیم. اضافه را سرش دو هر نداشت، پوشش در سری هیچ هنوز یالی وقت هر و می بینیم یکی یکی را یال ها

.[۵] می سازند M ماکسیمال تطابق یک و هستند جدا هم از دو به دو کرده اند را کار این که یال هایی

تحلیل

می شود. اضافه سرش دو هر یا است پوشیده قبل از بررسی هنگام یا یال هر درستی. •

پس باشد؛ داشته سر یک کدام هر از باید رأسی پوشش هر و هستند مجزا انتخاب شده یال های تضمین. •
.[۷] α+ β = n همچنین .O(m) زمان .|C| ≤ 2β(G) نتیجه در و |C| = 2|M | ولی β(G) ≥ |M |

اول) درجه (کمترین حریصانه ماکسیمال مستقل مجموعه ۸
همسایه هایش با را آن و می کنیم اضافه S به برمی داریم، را باقی مانده گراف در درجه کمترین با رأسی بار هر
مجموعه ی برای جا معمولاً و می کند حذف را کمی رأس های گام هر در کم درجه رأس های برداشتن می کنیم. حذف

می گذارد. باقی بزرگ تری

۴



Matching-Vertex-Cover ۷ الگوریتم
G = (V,E) گراف ورودی:

C رأسی پوشش یک خروجی:
1: C ← ∅
2: for each edge uv ∈ E (in input order) do
3: if u /∈ C and v /∈ C then
4: C ← C ∪ {u, v}
5: end if
6: end for
7: return C

Greedy-Independent-Set ۸ الگوریتم
G گراف ورودی:

S ماکسیمال مستقل مجموعه ی یک خروجی:
1: S ← ∅; H ← G
2: while V (H) ̸= ∅ do
3: v ← vertex of minimum degree in H
4: S ← S ∪ {v}; H ← H −NH [v]
5: end while
6: return S

تحلیل
است مستقل S پس می شوند؛ حذف شدن انتخاب هنگام یا S در همسایه ای با همراه فقط رأس ها درستی. •

است. ماکسیمال S نمی شود: اضافه آن به رأسی و

کمترین قاعده ی همین برای دارد. رأس n/(∆ + 1) دست کم ماکسیمال مستقل مجموعه ی هر تضمین. •
ثابت ∆ درجه ی بیشینه با گراف هایی روی را (∆ + 2)/3 بهتر ضریب رادهاکریشنان و هالدورسون درجه،

.O(n(n+m)) زمان .[۱۰] α(G) ≤ ∆+2
3 |S| کرده اند:

اول) درجه (بیشترین حریصانه مستقل احاطه گر ۹
ماکسیمال مستقل مجموعه ی :[۴] است ماکسیمال مستقل مجموعه ی همان دقیقاً مستقل احاطه گر یک
برای است. ماکسیمال احاطه گر مستقل مجموعه ی هر و افزود) آن به دیگری رأس می شد (وگرنه است احاطه گر
بیشتری رأس می شود تا گام هر تا برمی دارد اول را درجه بیشترین با رأسی گونه این بماند، کوچک مجموعه اینکه

شود. حذف

تحلیل
احاطه گر. هم و است مستقل هم پس و است ماکسیمال مستقل مجموعه ی S قبلی، الگوریتم مانند درستی. •

نمی شود. ادعا تقریبی ضریب .[۴] γ ≤ i ≤ α و است i(G) برای بالایی کران S اندازه ی .O(n(n+m)) زمان •

رأس) ۲۰ تا بیتی، (ماسک دقیق جواب ۱۰
همه ی صفحه n ≤ 20 برای می خواهد. نمایی زمان دقیق جواب ،[۸] NP-سخت اند مسئله ها این چون
روی پویا برنامه ریزی با یک بار جدول دو می کند. بررسی بیتی، ماسک شکل به را، X ⊆ V زیرمجموعه های
مسئله هر بعد نه. یا است مستقل X اینکه و زیرمجموعه، هر N [X] بسته ی همسایگی می شود: پر ماسک ها
کنار نمی شوند بهتر فعلی جواب بهترین از که زیرمجموعه هایی و است زیرمجموعه هر روی سریع آزمون یک فقط

می شوند. گذاشته

۵



Greedy-Independent-Dominating-Set ۹ الگوریتم
G گراف ورودی:

S مستقل احاطه گر یک خروجی:
1: S ← ∅; H ← G
2: while V (H) ̸= ∅ do
3: v ← vertex of maximum degree in H
4: S ← S ∪ {v}; H ← H −NH [v]
5: end while
6: return S

Exact-Search ۱۰ الگوریتم
P مسئله ی یک و n ≤ 20 با G گراف ورودی:

باشد داشته وجود اگر ،P برای بهینه مجموعه ی یک خروجی:
1: for X = 1, . . . , 2n − 1, with x the lowest vertex of X do
2: cl[X]← cl[X \ {x}] ∪N [x]
3: ind[X]← ind[X \ {x}] ∧ (N(x) ∩X = ∅)
4: end for
5: best ← none
6: for X ⊆ V do
7: if |X| cannot improve |best | then
8: continue
9: end if
10: if TestP (X) then
11: best ← X
12: end if
13: end for
14: return best

تحلیل
احاطه گر همبند. G[X] و احاطه گر همبند: .∪v∈X N(v) = V کل: .cl[X] = V احاطه گر: آزمون ها. •
v /∈ X هر کامل: / ۲-احاطه گر کامل. تطابق دارای G[X] و احاطه گر جفتی: .cl[X] = V و ind[X] مستقل:

.ind[V \X] رأسی: پوشش .ind[X] مستقل: مجموعه ی دارد. X در همسایه ۱ دقیقاً / ۲ دست کم
۱ برچسب باید N [X] بیرون رأس هر باشد. ۲ برچسب با رأس های مجموعه ی X کنید فرض رومی. احاطه •
کمینه ها X همه ی روی را آن و است 2|X|+ |V \N [X]| برابر X این برای وزن بهترین پس ۰؛ بقیه و بگیرد

می کنیم.
.O(2n) حافظه و O(2n · n) حالت بدترین در زمان •

دامنه ای افراز ۱۱
هر .[۴] است برقرار d(G) ≤ δ + 1 و مجزاست دوبه دو احاطه گر مجموعه ی تعداد بیشترین d(G) دامنه ای عدد
را مینیمال احاطه گرهای همه ی است کافی پس دارد؛ مینیمال احاطه گر زیرمجموعه ی یک احاطه گر مجموعه ی

بیابیم. بازگشتی جست وجوی با را آن ها از مجزا دوبه دو خانواده ی بزرگ ترین و کنیم پیدا

تحلیل
مجموعه ها کنیم، جایگزین آن درون مینیمالِ احاطه گر یک با را بهینه خانواده ی یک مجموعه ی هر اگر درستی. •
یک به باقی مانده رأس های افزودن نمی دهد. دست از چیزی M در فقط جست وجو پس می مانند؛ مجزا

می کند. حفظ را بودنش احاطه گر مجموعه،

۶



Domatic-Partition ۱۱ الگوریتم
n ≤ 20 با G گراف ورودی:

D1, . . . , Dk مجزای احاطه گر مجموعه های خروجی:
1: M← all minimal dominating sets of G; best ← ∅
2: Search(s, U, F) ▷ backtracking overM
3: if |F| > |best | then
4: best ← F
5: end if
6: if |best | = δ + 1 or the step limit is reached then
7: return stop
8: end if
9: for D ∈M from index s with D ∩ U = ∅ do
10: Search(next, U ∪D, F + [D])
11: end for
12: add vertices that are in no set to D1

13: return best

Check-Selection ۱۲ الگوریتم
P مسئله ی یک و (f برچسب های (یا S انتخاب یک ،G گراف ورودی:

می کنند نقض را تعریف که یال هایی و رأس ها خروجی:
1: for v ∈ V do
2: k(v)← |N(v) ∩ S|
3: end for
4: for v ∈ V do
5: compare k(v) with the definition of P ▷ e.g. v ∈ S or k(v) ≥ 1
6: end for
7: for uv ∈ E do
8: check independence / cover conditions on u, v
9: end for
10: test connectivity or a perfect matching of G[S] if P requires it

را d(G) ≥ k پایین کران فقط صفحه آن وقت و می شود قطع گام 2 · 106 از پس جست وجو نمایی. زمان. •
می کند. گزارش

شما انتخاب بررسی ۱۲
چند رومی احاطه در (و هستند S در همسایه اش چند می شمارد رأس هر برای صفحه بکنید، که انتخابی هر
در کامل تطابق و گراف در جست وجو با G[S] همبندی می کند. مقایسه تعریف با و دارند) ۲ برچسب همسایه

می شود. بررسی (|S| = 24 (تا کوتاه بازگشتی جست وجوی یک با جفتی احاطه گر

تحلیل

مسئله ها. بیشتر برای O(n+m) زمان •

واحد دیسک گراف ۱۳
فاصله ی اگر مجاورند رأس دو می شوند: ساخته نو از یال ها شود جابه جا رأسی بار هر واحد، دیسک حالت در

.[۲] نباشد بیشتر r شعاع از اقلیدسی شان

۷



Unit-Disk-Graph ۱۳ الگوریتم
r شعاع و صفحه در p1, . . . , pn نقطه های ورودی:

G = (V,E) گراف خروجی:
1: E ← ∅
2: for all pairs i < j do
3: if ∥pi − pj∥ ≤ r then
4: add the edge ij to E
5: end if
6: end for
7: return (V,E)

Read-Ipe ۱۴ الگوریتم
Ipe از XML فایل یک ورودی:

G گراف یک خروجی:
1: V ← all marks and small circles (after group transformations)
2: for each polyline or polygon and each consecutive pair of points p, q do
3: a← vertex nearest to p within tolerance, else a new vertex at p
4: b← the same for q
5: if a ̸= b then
6: add the edge ab (once)
7: end if
8: end for
9: scale and center everything to fit the canvas

تحلیل
به روزرسانی. هر در O(n2) زمان •

Ipe فایل های خواندن ۱۴
و می کند، رأس را کوچک دایره های و (mark) نشانه ها صفحه می کند. ذخیره XML به صورت را نقاشی [۱۷] Ipe
تلورانس (با می کند تبدیل سرش دو به رأس ها نزدیک ترین بین یالی به را چندضلعی یا خط شکسته یک پاره خطِ هر
اندازه ی به نتیجه و می شود اعمال گروه ها تبدیل های می شود. تازه رأس نباشد نزدیکش رأسی که سری کوچک).

درمی آید. بوم

تحلیل
پاره خط هاست. تعداد k که حالت، بدترین در O(n · k) زمان •
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